
'Algebra I - LÔseic ErgasÐac 2

KUKLIKES OMADES

Ask seic biblÐou Fraleigh sel. 71

'Askhsh 13 Kat�rq n k�je om�da eÐnai upoom�da tou eautoÔ thc, dhlad  Gi ≤
Gi, i = 1, . . . 9. Epiplèon isqÔoun oi parak�tw sqèseic metaxÔ twn om�dwn tou

katalìgou: G2 = (12Z, +) < G8 = (6Z, +) < G7 = (3Z, +) < G1 = (Z,+) <

G4 = (R,+), G6 = ({πn|n ∈ Z}, ·) < G5 = (R+, ·) kai G9 = ({6n|n ∈ Z}, ·) <

G3 = (Q+, ·) < G5 = (R+, ·).

'Askhsh 14

a) H om�da (25Z,+) apoteleÐtai apì ìla ta pollapl�sia tou 25, jetik�, arnhtik�

kai mhdèn, dhlad  (25Z, +) = {. . . ,−50,−25, 0, 25, 50, . . . }.
b) ({(1

2)n|n ∈ Z}, ·) = {. . . , 1
4 = (1

2)2, 1
2 = (1

2)1, 1 = (1
2)0, 2 = (1

2)−1, 4 = (1
2)−2, . . . }

g) ({πn|n ∈ Z}, ·){. . . , 1
π2 = π−2, 1

π = π−1, 1 = π0, π = π1, π2, . . . }.

'Askhsh 16 K�nontac tic pr�xeic parathroÔme ìti: < 3 >= {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} = Z4, dhlad 

h upoom�da thc Z4 pou par�getai apì to 3 tautÐzetai me thn Z4, �ra ja èqei t�xh

|Z4| = 4.( 'Enac �lloc trìpoc eÐnai na skeftoÔme ìti (4, 3) = 1 �ra 3 epÐshc genn -

torac tou Z4, �ra | < 3 > | = |Z4| = 4   qrhsimopoi¸ntac to Je¸rhma Lagrange

èqoume | < 3 > | = |Z4|
(4,3) = 4.)

'Askhsh 20 Gia thn om�da (U8, ·) èqoume U8 = 〈cos 2π
8 + i sin 2π

8 〉. EpÐshc cos 3π
2 +

i sin 3π
2 = (cos 2π

8 + i sin 2π
8 )6 ∈ U8, kai èqoume (cos 3π

2 + i sin 3π
2 )2 = cosπ + i sinπ,

(cos 3π
2 + i sin 3π

2 )3 = cos π
2 + i sin π

2 , kai (cos 3π
2 + i sin 3π

2 )4 = cos 2π + i sin 2π. 'Ara

h t�xh thc upoom�dac eÐnai |〈cos 3π
2 + i sin 3π

2 〉| = 4. 'Enac �lloc trìpoc eÐnai na

parathr soume ìti 〈cos 3π
2 + i sin 3π

2 〉 = 〈(cos 2π
8 + i sin 2π

8 )6〉 kai tìte apì gnwst 

Prìtash èqoume ìti gia thn t�xh thc upoom�dac isqÔei |〈cos 3π
2 +i sin 3π

2 〉| = |U8|
(8,6) = 4

'Askhsh 22 'Estw
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A =




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0




(1)

tìte A2 = I4. 'Ara 〈A〉 = {I4, A} kai |〈A〉| = 2.

Ask seic biblÐou Fraleigh sel. 107-109

'Askhsh 15 'Estw G = 〈a〉 me G = 60. Tìte, apì gnwstì Je¸rhma, k�je stoiqeÐo

ar ∈ G par�gei mÐa upoom�da 〈ar〉 thc G me t�xh |〈ar〉| = |G|
(|G|,r) . An (|G|, r) = 1 tìte

|〈ar〉| = |G| kai �ra 〈ar〉 = G, dhlad  to ar eÐnai genn torac thc G. 'Ara oi dunatèc

timèc gia to r eÐnai ìsec kai to pl joc twn arijm¸n pr¸twn proc to 60 pou eÐnai

mikrìteroi apì to 60. AutoÐ eÐnai oi: 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59,

dhlad  antistoiqoÔn se sunolik� 16 genn torec.

'Askhsh 18 EÐnai 〈i〉 = {1,−1, i,−i}, dhlad  |〈i〉| = 4.

'Askhsh 19 EÐnai 1+i√
2

=
√

2
2 +

√
2

2 i = cos π
4 + i sin π

4 = ei π
4 = ei 2π

8 . 'Ara (1+i√
2
)8 =

(ei 2π
8 )8 = ei8( 2π

8
) = ei2π = 1, en¸ k 2π

8 < 2π, ∀k < 8, dhlad  |〈1+i
2 〉| = 8.

'Askhsh 20 ParathroÔme ìti 1 + i =
√

2(1+i√
2
) =

√
2(cos π

4 + i sin π
4 ) =

√
2ei π

4 =
√

2ei 2π
8 . An eÐqe peperasmènh t�xh, tìte ja up rqe n 6= 0 ∈ N tètoio ¸ste (1+i)n =

1 ⇔ (
√

2ei 2π
8 )n = 1 ⇔ (

√
2)nei 2nπ

8 = 1. 'Omwc tìte gia to mètro tou ja isqÔei

|(1 + i)n| = |1| ⇔ √
2

n
= 1, �topo.

'Askhsh 22 Kat' arq n èqoume ìti ta stoiqeÐa 1̄, 5̄, 7̄, 1̄1, 1̄3, 1̄7, 1̄9, 2̄3, 2̄5, 2̄9, 3̄1, 3̄5

eÐnai ìla genn torec thc Z36, afoÔ eÐnai ìla pr¸toi wc proc 36. Exet�zoume ta

upìloipa stoiqeÐa:

• Gia to 2̄ èqoume ìti | < 2̄ > | = 18 kai èqei wc genn torec ta stoiqeÐa thc

morf c h2̄ ìpou h pr¸toc wc proc 18, dhlad  h = 1, 5, 7, 11, 13, 17 �ra ta h2̄ =

2̄, 1̄0, 1̄4, 2̄2, 2̄6, 3̄4. Exet�zoume ta upìloipa stoiqeÐa pou an koun sthn < 2̄ > all�

den eÐnai genn torèc thc (dhlad  ja eÐnai genn torec mÐac upoom�dac thc < 2̄ >):
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Sq ma 1: To diktuwtì di�gramma thc Z36

i) Gia to 4̄ èqoume ìti h < 4̄ >= {0̄, 4̄, 8̄, 1̄2, 1̄6, 2̄0, 2̄4, 2̄8, 3̄2} èqei t�xh 9 kai

èqei wc genn torec ta stoiqeÐa thc morf c h′4̄ ìpou h′ pr¸toc wc proc 9, dhlad 

h′ = 1, 2, 4, 5, 7, 8 �ra ta h′4̄ = 4̄, 8̄, 1̄6, 2̄0, 2̄8, 3̄2. Exet�zoume ta upìloipa stoiqeÐa

pou an koun sthn < 4 > all� den eÐnai genn torèc thc (dhlad  ja eÐnai genn torec

mÐac upoom�dac thc < 4 >):

ia) Gia to 1̄2 eÐnai < 1̄2 >= {0̄, 1̄2, 2̄4} èqei t�xh 3 kai èqei wc genn torec

ta stoiqeÐa thc morf c h′′1̄2 ìpou h′′ pr¸toc wc proc 3, dhlad  h′′ = 1, 2 �ra ta

h′′1̄2 = 1̄2, 2̄4.

ii) Gia to 6̄ h < 6̄ >= {0̄, 6̄, 1̄2, 1̄8, 2̄4, 3̄0} èqei t�xh 6 kai èqei wc genn torec

ta stoiqeÐa thc morf c h′′6̄ ìpou h′′ pr¸toc wc proc 6, dhlad  h′′ = 1, 5 �ra ta

h′′6̄ = 6̄, 3̄0. Exet�zoume ta upìloipa stoiqeÐa pou an koun sthn < 6̄ > all� den

eÐnai genn torèc thc (dhlad  ja eÐnai genn torec mÐac upoom�dac thc < 6̄ >):

iia) Gia to 1̄8 eÐnai < 1̄8 >= {0̄, 1̄8}.
• Gia to 3̄ eÐnai < 3̄ >= {0̄, 3̄, 6̄, 9̄, 1̄2, 1̄5, 1̄8, 2̄1, 2̄4, 2̄7, 3̄0, 3̄3} pou èqei t�xh 12 kai

èqei wc genn torec ta stoiqeÐa thc morf c u3̄ ìpou u pr¸ta wc proc 12, dhlad  u =

1, 5, 7, 11, �ra ta u3̄ = 3̄, 1̄5, 2̄1, 3̄3.Exet�zoume ta upìloipa stoiqeÐa pou an koun

sthn < 3̄ > all� den eÐnai genn torèc thc (dhlad  ja eÐnai genn torec mÐac upoom�dac

thc < 3 >):

i) Gia to 9̄ eÐnai < 9̄ >= {0̄, 9̄, 1̄8, 2̄7} t�xhc 4 kai èqei wc genn torec ta stoiqeÐa

thc morf c h′′′9̄ ìpou h′′′ pr¸toc wc proc 9, dhlad  h′′′ = 1, 3, �ra ta h′′′9̄ = 9̄, 2̄7.

'Askhsh 37 H om�da U8 eÐnai kuklik  me genn tora to ρ = cos π
4 + i sin π

4 = ei π
4 =
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ei 2π
8 me ρ8 = 1 |U8| = | < ρ > | = 8. K�je �llo stoiqeÐo v thc U8 ja eÐnai thc morf c

v = ρk = ei 2kπ
8 , k < 8, k ∈ N afoÔ v ∈< ρ > kai gia na eÐnai genn torac ja prèpei

na èqei t�xh m tètoia ¸ste (m, 8) = 1. 'Ara oi dunatèc timèc eÐnai m = 1, 3, 5, 7,

dhlad  ta stoiqeÐa ρ = 1+i√
2
, ρ3 = −1+i√

2
, ρ5 = −1−i√

2
kai ρ7 = 1−i√

2
.

'Askhsh 41 Tètoia paradeÐgmata eÐnai ta:

• H S3, h opoÐa den eÐnai kuklik , ìmwc k�je upoom�da thc eÐnai. Pio, sugkekrimèna,

oi m  tetrimmènec upoom�dec thc eÐnai oi {ρ0, ρ1, ρ2} =< ρ1 >=< ρ2 >, {ρ0, µ1} =<

µ1 >, {ρ0, µ2} =< µ2 >, {ρ0, µ3} =< µ3 >.

• H om�da tou Klein, V4 = Z2 × Z2.

• H om�da strèyhc T = {z ∈ U : ord(z) < ∞} = {z = ei2πq|q ∈ Q}.

'Askhsh 46 AfoÔ m|n, ja eÐnai n = a ·m gia k�poion a ∈ N. Profan¸c to e eÐnai

mÐa lÔsh thc xm = e. 'Estw g o genn torac thc G, dhlad  G =< g > opìte eÐnai

gn = e ⇔ gma = e ⇔ (ga)m = e, �ra to ga eÐnai mÐa lÔsh thc xm = e. ParathroÔme

ìti k�je stoiqeÐo thc morf c (ga)k me k ∈ N ja eÐnai epÐshc lÔsh thc xm = e,

afoÔ ((ga)k)m = (gam)k = ek = e. M�lista, k�je lÔsh thc xm = e prèpei na

eÐnai aut c thc morf c, dhlad  prèpei na eÐnai mÐa dÔnamh tou ga diìti e�n  tan èna

stoiqeÐo gb ∈ G =< g >, b 6= ka lÔsh thc xm = e tìte ja eÐqame (gb)m = e =

(ga)m ⇔ gbm = gam ⇔ gbm = gn ⇒ bm ≡ n mod n ⇔ bm ≡ 0 mod n ⇔ bm ≡ 0

mod am ⇔ b ≡ 0 mod a ⇔ b = λa λ ∈ N, �topo. 'Olec oi diaforetikèc lÔseic thc

xm = e eÐnai ta stoiqeÐa ga, (ga)2 = g2a, g3a, . . . , g(m−1)a, gma = gn = e, afoÔ gia

k�je k > m, to stoiqeÐo (ga)k = gak = gak mod n = ga(k mod m) ja eÐnai èna apì ta

m stoiqeÐa ga, g2a, g3a, . . . , g(m−1)a, e.

SUMPLOKA � TO JEWRHMA LAGRANGE

'Askhsh 3

a) SÔmfwna me ton sumbolismì tou biblÐou tou Fraleigh H = 〈e, µ1〉. Ta arister�

kai dexi� sÔmploka thc H sthn D4 eÐnai ta:

ρ0H = Hρ0 = µ1H = Hµ1 = H

ρ1H = {ρ1, δ1} 6= Hρ1 = {ρ1, δ2}
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ρ2H = {ρ2, µ2} = Hρ2

ρ3H = {ρ3, δ2} 6= Hρ3 = {ρ3, δ1}, �ra h H den eÐnai kanonik  upoom�da.

µ2H = {µ2, ρ2} = Hµ2

δ1H = {δ1, ρ1} 6= Hδ1 = {δ1, ρ3}
δ2H = {δ2, ρ3} 6= Hδ2 = {δ2, ρ1}.

b) H Dn ektìc apì tic n strofèc èqei �lla n stoiqeÐa, èstw δi, i = 1, . . . , n, ta opoÐa

antistoiqoÔn se anakl�seic wc proc tic mesokajètouc twn pleur¸n tou kanonikoÔ

n-g¸nou gia n perittì kai se anakl�seic wc proc tic mesokajètouc kai wc proc tic

diagwnÐouc gia n �rtio. Epiplèon, parathroÔme ìti δirj = δj , dhlad  h sÔnjesh

an�klashc me strof  mac dÐnei p�li an�klash. 'Ara afoÔ k�je sÔmploko δiN ja

èqei n stoiqeÐa, kai afoÔ aut� ta stoiqeÐa an koun sto sÔnolo twn anakl�sewn, oi

opoÐec èqoun pl joc n, ta stoiqeÐa tou sumplìkou δiN ja eÐnai akrib¸c ta stoiqeÐa

tou sunìlou twn anakl�sewn. OmoÐwc, èqoume ìti h sÔnjesh strof c me an�klash

mac dÐnei p�li an�klash, �ra ta stoiqeÐa tou sumplìkou Nδi ja eÐnai akrib¸c to

sÔnolo twn anakl�sewn, �ra δiN = Nδi ∀i = 1, . . . , n.

'Askhsh 4 To pl joc twn arister¸n sumplìkwn thc H sthn G eÐnai Ðso me |G|
|H| =

n
n/2 = 2. To èna sÔmploko eÐnai to H = eH = He = hH = Hh, ∀h ∈ H.

AfoÔ ta arister� (antÐstoiqa dexi�) sÔmploka diamerÐzoun thn G, to �llo aristerì

(antÐstoiqa dexiì) sÔmploko ja eÐnai to G \H. EpÐshc gia k�je g ∈ G \H ja eÐnai

gH 6= H ⇒ gH = G \H (diaforetik� ja up rqan h, h′ ∈ H tètoia ¸ste gh = h′ ⇔
g = h′′ ∈ H, �topo). OmoÐwc, gia k�je g ∈ G \H ja eÐnai Hg 6= H ⇒ Hg = G \H.

'Ara deÐxame ìti gH = Hg gia k�je g ∈ G.

Ask seic biblÐou Fraleigh sel. 117-119

'Askhsh 2 Oi om�dec 2Z kai 4Z apoteloÔntai apì ìla ta akèraia pollapl�sia tou

2 kai tou 4 antÐstoiqa. An x ∈ 4Z, tìte x + 4Z = 4Z. EpÐshc 2 6∈ 4Z kai èqoume

2 + 4Z = {. . . ,−6,−2, 2, 6, 10, . . . }. Tèloc parathroÔme ìti 4Z ∪ (2 + 4Z) = 2Z.

Dhlad  to mìno m  tetrimmèno sÔmploko eÐnai to 2 + 4Z.

'Askhsh 4 EÐnai < 4 >= {0, 4, 8}. To pl joc twn sumplìkwn thc < 4 > sthn

Z12 eÐnai |Z12|
|<4>| = 4. Ta 4 sÔmploka 0+ < 4 >=< 4 >, 1 + 〈4〉 = {1, 5, 9},
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2 + 〈4〉 = {2, 6, 10}, 3 + 〈4〉 = {3, 7, 11} eÐnai ìla diaforetik� metaxÔ touc kai �ra

aut� eÐnai ìla ta sÔmploka thc < 4 > sthn Z12.

'Askhsh 15

a) Swstì, afoÔ arister� kai dexi� sÔmploka orÐzontai gia opoiad pote upoom�da H

mÐac om�dac G.

b) Swstì, afoÔ k�je aristerì sÔmploko thc H sthn G èqei |H| stoiqeÐa kai h

antistoÐqish twn stoiqeÐwn thc G se sÔmploka diamerÐzei thn G. Dhlad  isqÔei ìti

[G : H] = |G|
|H| ⇔ |H|

[G:H] = |H| ìpou [G : H] to pl joc twn sumplìkwn thc H sthn

G.

g) Swstì, afoÔ k�je om�da me t�xh pr¸to arijmì eÐnai kuklik , kai k�je kuklik 

om�da eÐnai kai abelian .

d) L�joc, p.q. h om�da U ìlwn twn shmeÐwn p�nw ston trigwnometrikì kÔklo me

pr�xh ton pollaplasiasmì migadik¸n arijm¸n pou èqei �peirh t�xh, èqei upoom�da

thn Un pou apoteleÐtai apì tic n-ostèc rÐzec thc mon�dac, pou èqei t�xh n kai

antistoiqeÐ stic korufèc enìc kanonikoÔ n-g¸nou eggegrammènou ston monadiaÐo

kÔklo. Tìte gia k�je stoiqeÐo z ∈ U \Un orÐzetai to sÔmploko zUn pou antistoiqeÐ

sthn strof  tou eggegrammènou n-g¸nou kat� gwnÐa Arg(z).

e) Swstì, afoÔ gia k�je upoom�da H mÐac om�dac G, o pollaplasiasmìc k�je

stoiqeÐou thc H me to e par�gei to sÔmploko eH = H.

st) L�joc, gia par�deigma deÐte to a).

z) Swstì, afoÔ [Sn : An] = |Sn|
|An| = n!

n!/2 = 2.

h) Swstì, afoÔ mac dÐnei thn dunatìthta na elègxoume e�n mÐa om�da H eÐnai upoom�-

da mÐac om�dac G gnwrÐzontac tic t�xeic touc kai metr� to pl joc twn sumplìkwn

thc H sthn G. EpÐshc apì to Je¸rhma Lagrange prokÔptei ìti k�je om�da me t�xh

pr¸to arijmì eÐnai kuklik  kai ìti h t�xh enìc stoiqèiou mÐac peperasmènhc om�dac

diaireÐ thn t�xh thc om�dac.

j) L�joc, p.q. h om�da V4 dèn èqei stoiqeÐo t�xhc 4.

i) Swstì, diìti an G =< g > kai | < g > | = n. Tìte gia k�je m|n ja up�rqei

a tètoio ¸ste n = ma kai ja eÐnai gn = e ⇔ gma = e ⇔ (ga)m = e, dhlad 

| < ga > | = m.
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'Askhsh 16 AdÔnaton, afoÔ h om�da eÐnai abelian  kai �ra gia k�je upoom�da H thc

G kai k�je g ∈ G ja eÐnai gH = {gh|h ∈ H} = {hg|h ∈ H} = Hg, dhlad  k�je

ariserì sÔmploko tautÐzetai me to dexÐ.

'Askhsh 17 H upoom�da G ≤ G diamerÐzei thn G se èna mìno sÔmploko to G.

'Askhsh 18 An |G| = 6 kai gia mÐa upoom�da H ≤ G eÐnai [G : H] = 6, tìte

[G : H] = |G|
|H| ⇔ |H| = 1. AfoÔ H upoom�da, e ∈ H kai �ra H = {e}, dhlad  eÐnai

tetrimmènh upoom�da.

'Askhsh 20 An |G| = 6 kai gia mÐa H ≤ G eÐnai [G : H] = 4, tìte ja eÐnai [G : H] =
|G|
|H| ⇔ |H| = |G|

[G:H] = 6
4 , to opoÐo eÐnai adÔnaton.

'Askhsh 25 'Estw G = S3 kai H = {ρ0, µ1} mÐa upoom�da thc. Tìte gia a = µ1, b =

µ3 eÐnai aH = bH, all� Ha 6= Hb.

'Askhsh 26 An Ha = Hb, tìte up�rqoun h ∈ H kai h′ ∈ H tètoia ¸ste ha =

h′b ⇔ h′−1ha = b, dhlad  up�rqei h′′ ∈ H tètoio ¸ste h′′a = b ⇔ b ∈ Ha. ('Enac

�lloc trìpoc eÐnai na parathr soume ìti afoÔ H upoom�da thc G kai e ∈ H �ra

b = e · b ∈ Hb = Ha ⇒ b ∈ Ha.)

'Askhsh 27 An eÐnai aH = bH, tìte gia k�je h ∈ H up�rqei h′ ∈ H tètoio ¸ste

ah = bh′. 'Eqoume ìti e = (ah)(ah)−1 = (bh′)(ah)−1 �ra (ah)−1 = (bh′)−1 ⇔
h−1a−1 = h′−1b−1 kai afoÔ H ≤ G, èpetai ìti gia k�je h ∈ H ⇒ h−1 ∈ H kai �ra

h′−1 ∈ H tètoio ¸ste h−1a−1 = h′−1b−1 dhlad  Ha−1 = Hb−1. Tèloc parathroÔme

ìti ìtan to h diatrèqei thn H, tìte h−1 epÐshc ja diatrèqei olìklhrh thn H. 'Ara

deÐxame ìti aH = bH ⇒ Ha−1 = Hb−1.

(ParathreÐste ìti antÐstrofa, an Ha−1 = Hb−1 tìte gia k�je h ∈ H up�rqei

h′ ∈ H tètoio ¸ste ha−1 = h′b−1 ⇔ (ah−1)−1 = (bh′−1)−1, dhlad  ah−1 = bh′−1

kai afoÔ k�je stoiqeÐo thc H èqei monadikì antÐstrofo sthn H, èpetai Ha = Hb.

'Ara sunolik� èqoume deÐxei ìti: aH = bH ⇔ Ha−1 = Hb−1.)

'Askhsh 28 L�joc, afoÔ sthn D4 gia H = {ρ0, µ1} èqoume ρ1H = δ1H = {ρ1, δ1}.
'Omwc ρ2

1 = ρ2, δ
2
1 = ρ0 kai ρ2

1H = {ρ2, µ2} 6= {ρ, µ1} = δ2
1H H ekf¸nhsh isqÔei

mìno sthn perÐptwsh pou H¤G. Opìte to ginìmeno sumplìkwn eÐnai kal� orismèno.
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'Askhsh 29 Ja prèpei na isqÔei |H| | |G| dhlad  eÐte |H| = p   |H| = q, dhlad  h

H èqei t�xh pr¸to arijmì, �ra eÐnai kuklik .

'Askhsh 30 'Estw h apeikìnish φ apì to sÔnolo twn arister¸n sumplìkwn sto

sÔnolo twn dexi¸n sumplìkwn, h opoÐa orÐzetai wc φ(aH) = Ha−1, ∀a ∈ G. Tìte

gia to dexiì sÔmploko Hb, b ∈ G, up�rqei to aristerì sÔmploko H((b−1)−1), tètoio

¸ste φ(b−1H) = Hb. Dhlad  h apeikìnish φ eÐnai epÐ. EpÐshc èqoume φ(aH) =

φ(bH) ⇔ Ha−1 = Hb−1 ⇔ aH = bH (deÐte 'Askhsh 27), dhlad  h apeikìnish φ

eÐnai kai �1− 1�.

'Askhsh 38

a) EÐnai a ∼ a ⇔ a = eae, e ∈ H e ∈ K dhlad  isqÔei h anklastik  idiìthta.

EÐnai a ∼ b ⇔ a = hbk ⇔ b = h−1ak−1 ⇔∈ HaK, dhlad  isqÔei h summetrik 

idiìthta.

An a ∼ b kai b ∼ c ⇔ b = h′ck′ eÐnai a = hbk = hh′ck′k ∈ HaK dhlad  kai a ∼ c,

�ra isqÔei h metabatik  idiìthta.

b) 'Estw a ∈ G, tìte h kl�sh isodunamÐac pou perièqei to a eÐnai to sÔnolo {b ∈
G|b = hak, h ∈ H, k ∈ K} = HaK. ParathroÔme ìti HaK = (Ha)K = H(aK)

dhlad  eÐnai to dexiì sÔmploko tou a wc proc thn H pollaplasiasmèno apì dexi�

me stoiqeÐa thc K   to aristerì sÔmploko tou a wc proc K pollaplasiasmèno apì

arister� me stoiqeÐa thc H.

'Askhsh 40 'Estw G = 〈a〉 tìte gia k�je d|n up�rqei k < n tètoio ¸ste n = kd,

dhlad  up�rqei stoiqeÐo ak thc G pou par�gei mÐa upoom�da me t�xh | < ak > | = d.

'Ara gia k�je diairèth d thc t�xhc thc G up�rqei mÐa upoom�da t�xhc d. 'Estw ìti

up�rqei kai �llh upoom�da thc G t�xhc d. AfoÔ G kuklik , k�je upoom�da thc ja

eÐnai kuklik , �ra èstw ìti up�rqei al ∈ G, l 6= k, l < n tètoio ¸ste | < al > | = d.

Tìte ja eÐnai ld = un gia k�poio u ∈ N, dhlad  ld = ukd ⇔ l = uk. 'Ara al = auk =

(ak)u ∈< ak > �ra < al >≤< ak >. Upojèsame ìmwc ìti | < al > | = | < ak > |,
�ra ja eÐnai < al >=< ak >. Dhlad  den up�rqei �llh upoom�da thc G t�xhc

d. Tèloc, afoÔ h t�xh mÐac upoom�dac thc G prèpei na diaireÐ thn t�xh thc G, oi

upoom�dec t�xhc d, me d||G|, eÐnai oi mìnec upoom�dec thc G.
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'Askhsh 41 'Estw G mÐa kuklik  om�da me |G| = n. GnwrÐzoume ìti k�je stoiqeÐo thc

G par�gei mÐa monadik  upoom�da thc G. EpÐshc gnwrÐzoume ìti mÐa upoom�da Ki ≤
G mporeÐ na èqei perissìterouc apì ènan genn torec. 'Omwc oi genn torec thc Ki den

mporoÔn na eÐnai genn torec k�poiac �llhc upoom�dac Kj . 'Ara h G diamerÐzetai se

uposÔnola pou to kajèna perièqei touc genn torec mÐac sugkekrimènhc upoom�dac.

Dhlad  eÐnai

n =
∑

Ki≤G nr of generators of Ki

Epiplèon, apì thn prohgoÔmenh �skhsh gnwrÐzoume ìti h G èqei akrib¸c mÐa up-

oom�da gia k�je diairèth d thc t�xhc thc n. Dhlad  eÐnai

n =
∑

d|n nr of generators of Kd

AfoÔ G kuklik , eÐnai isomorfik  me thn Zn kai k�je upoom�da thc t�xhc d eÐnai

epÐshc kuklik , isomorfik  me thn Zd. Dhlad  eÐnai

n =
∑

d|n nr of generators of Zd =
∑

d|n φ(d).

'Askhsh 42 Kat' arq n èqoume ìti k�je a ∈ G, |G| = n par�gei mÐa upoom�da t�xhc

d, d|n, h opoÐa eÐnai isomorfik  me thn Zd, kai �ra up�rqoun φ(d) genn torec thc

< a > sthn < a >⊆ G. Apì thn 'Askhsh 46, sel. 109, èqoume ìti h exÐswsh xd = e

èqei akrib¸c d lÔseic sthn < a >≤ G (afoÔ d|d). 'Ara apì upìjesh èqoume ìti

autèc eÐnai kai oi monadikèc lÔseic thc xd = e se olìklhrh thn G, dhlad  ìla ta

stoiqeÐa thc < a > eÐnai lÔseic thc xd = e. Ja deÐxoume ìti h < a > eÐnai h mình

upoom�da t�xhc d. Pr�gmati, an up rqe kai �llh upoom�da thc G t�xhc d, èstw H,

tìte ja  tan bd = e, ∀b ∈ H, �topo, afoÔ h exÐswsh xd = e èqei to polÔ d lÔseic

pou tic br kame prÐn. 'Ara up�rqoun φ(d) stoiqeÐa ta opoÐa par�goun mÐa monadik 

upoom�da t�xhc d.

'Estw t¸ra ìti to sÔnolo D = {d1, . . . , dk} perièqei touc diairètec tou n tètoioi

¸ste h xdi = e na mhn èqei lÔsh, dhlad  na mhn up�rqei stoiqeÐo a pou na par�gei

upoom�da thc G t�xhc di,∀i = 1, . . . , k. Dhlad  ìla ta stoiqeÐa thc G par�goun

upoom�dec t�xhc pou an kei sto sÔnolo D′ = {d|n} \D. Dhlad  èqoume

n =
∑

d∈D′ φ(d)

'Omwc apì prohgoÔmenh �skhsh èqoume ìti n =
∑

d|n φ(d) >
∑

d∈D′ φ(d). 'Atopo,

dhlad  den up�rqoun diairètec tou n tètoioi ¸ste h xd = e na na mhn èqei lÔsh.
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Dhlad  gia k�je diairèth d|n, �ra kai gia n, h xd = e èqei lÔsh. Dhlad  up�rqei

a ∈ G tètoio ¸ste an = e, opìte G =< a > kuklik .
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